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Notas introdutdrias

1. A introdu¢do a um livro escreve-se normalmente depois de ele estar pronto ou quase. Como este livro sera publi-
cado online a medida que for sendo escrito — como sera explicado numa nota posterior — e possivelmente nunca
sera acabado, iremos escrevendo notas introdutdrias que serdo substituidas talvez mais tarde por uma verdadeira
introducio...

2. Este livro destina-se a ajudar os professores de Matematica que pretendam trabalhar com os seus alunos
temas de matemadtica e da sua histdria dizendo respeito as relagdes muito importantes que durante o periodo do
Renascimento se desenvolveram entre a arte e a geometria. Se o leitor fizer uma pesquisa nos actuais programas e
metas curriculares de matematica dos ensinos basico e secundario, tentando encontrar referéncias, por exemplo,
aos termos arte, arquitectura e visualizagdo, vera que eles estdo completamente ausentes desses textos... Este livro
pretende colmatar em parte este facto, enquanto a substitui¢do urgente daqueles programas nao se realiza.

3. Como ¢ natural, este livro conterd figuras e reproducdes de obras de arte que exigirdo naturalmente a utiliza-
¢do de cores, para além do preto e branco. Por outro lado sera utilizado um programa de geometria dindmica (o
Geometric Sketchpad v. 5) que ndo s6 servira para construir as figuras como podera ajudar os leitores a visuali-
zar melhor as construg¢des geométricas e a experimentarem por si proprios — com este software ou outro equi-
valente — essas construgoes. Sera natural portanto construir um website de apoio ao livro, que contera os fichei-
ros Sketchpad para download, videos explicativos das diversas construgdes e outros materiais. Embora o livro
seja escrito no programa InDesign, ele sera depois transformado num ficheiro PDF interactivo. Todos estes factos
levaram a decisdo de construir progressivamente um website que além de apoiar o livro o contenha na forma de
um ficheiro PDF, que podera obviamente ser lido num ecra de computador e/ou impresso a cores. Assim, o leitor
encontrara nesse site nao apenas o material de apoio ao livro como o préprio livro nas suas edi¢cdes sucessivas ao
longo do tempo. O endereco do website é

https://www.eduardoveloso.pt/perspectiva/entrada.html

4. Existem diversos e magnificos livros com as mesmas finalidades do que agora publicamos e que obviamente nos
serviram de apoio na consecu¢do deste projecto. Eles serdo referenciados multiplas vezes ao longo do presente livro
e os leitores interessados neste tema deverao adquiri-los ou consulta-los. De uma maneira geral, o método que os
autores desses livros seguem ¢ descrever e analisar as experiéncias dos artistas do Renascimento nas suas tentati-
vas para encontrar uma representacao mais fidedigna do mundo, pessoas e objectos que nos rodeiam. Constroiem

assim, pouco a pouco, o sistema de representagao que os artistas foram intuindo, que é a perspectiva linear.



Seguiremos neste livro uma via diferente, que nos parece mais apropriada para um livro destinado a professores de
matemadtica. J4 passaram mais de mil anos sobre o estabelecimento em bases solidas de subdominios da geometria
que nos permitem compreender as tentativas e exploragdes dos artistas do Renascimento. A geometria projectiva
de Desargues e Poncelet e a geometria descritiva de Monge sdo os fundamentos para essa compreensdo. A op¢ao
que tomamos ¢ portanto a seguinte:

« num primeiro capitulo iremos apresentar em termos breves, de modo apropriado para o ensino basico e secunda-
rio da matematica, as bases fundamentais da Geometria Descritiva de Monge, da perspectiva cavaleira (para faci-
litar a visualizagdo das figuras e construcdes) e da perspectiva linear, a base geométrica das tentativas e sucessos
da pintura do Renascimento;

« num segundo capitulo descreveremos as tentativas — conhecendo nds ja o resultado final — dos principais artis-
tas protagonistas dos sucessos pictéricos do Renascimento.



Gaspard Monge (1746-1818)

Se oleitor é professor de Matemética
e/ou frequentou uma disciplina ou
cadeira de Geometria Descritiva, de
pouco lhe servem as duas secgoes
seguintes, que pretendem apresen-
tar a geometria descritiva com um
nivel de complexidade apropriado
para a generalidade dos alunos do
ensino basico e secundario.

I. Da geometria descritiva a perspectiva linear

A geometria descritiva tem duas finalidades:

a primeira, é fornecer os métodos para representar

sobre uma folha de papel,

que tem apenas duas dimensdes, comprimento e largura,
todos os corpos da natureza que tém trés

— comprimento, largura e profundidade —

desde que estes corpos possam ser definidos rigorosamente;
a segunda, é dar um processo de reconhecet,

a partir de uma descrigdo exacta,

as formas dos corpos, e dai deduzir todas as verdades
que resultam tanto da sua forma

como das suas posigoes respectivas.

Gaspard Monge. Géométrie Descriptive, 1795.

A maior parte dos alunos termina a escolaridade bésica e secundaria sem ter tido qualquer contacto com uma
das mais belas partes da geometria — a geometria descritiva — dado que o seu destino académico néo lhes vai exi-
gir a frequéncia dessa disciplina nem no secundario nem no ensino superior. Dessa forma, fica muito prejudicada
uma das finalidades do ensino da matematica, referida no “saudoso” curriculo nacional:

Todas as criangas e jovens devem ter possibilidade de contactar, a um nivel apropriado, com as ideias e os méto-
dos fundamentais da matematica e apreciar o seu valor e a sua natureza.

Um método fundamental da matematica é precisamente a Geometria Descritiva, e a abordagem que vamos
fazer permitirda mostrar como nog¢des elementares de geometria descritiva — e ndo a frequéncia de uma disciplina
anual de Geometria Descritiva — cabem perfeitamente na matematica que todos deveriam aprender. As duas pri-
meiras sec¢des deste capitulo consistem numa apresenta¢do muito elementar da geometria descritiva de Monge,
caracterizada exemplarmente por este no texto em epigrafe.



Breve introducao a Geometria Descritiva

Os apontamentos destinados aos Desde ha milhares de anos que os corpos naturais ou construidos no espago sdo representados pelas suas projec-
alunos foram mais tarde editados  ge5 ortogonais num plano horizontal — planta, plant — e num plano vertical — alcado, elevation. Pode dizer-se
em forma de livro no tratado . " - . ~

Géométrie Descriptive. Ver biblio- U Gaspard Monge, nas suas aulas de geometria descritiva na Ecole Normale criada por Napoledo em 1794, onde
grafia. foram professores Lagrange e Laplace, ndo fez mais (...!) do que estudar matematicamente esse tipo de representa-
¢do, util por exemplo na construgdo de fortificacdes militares.

Na concepgdo de Monge, os corpos do espago — pontos, segmentos, rectas, etc.,
excepto os planos, como veremos — sdo representados pelas suas projecgdes ortogo-
nais em dois planos, um horizontal e outro vertical.

Estes planos, 7, e m, (fig. 1), sdo figuras infinitas (como sempre...) mas aqui sdo

A2 | B G, representados por rectangulos sombreados, para visualizarmos melhor a sua posi¢ao

Y] o

4 B ] N : relativa. A interseccao dos dois planos é uma recta designada tradicionalmente por
Ry 1 L LT Linha de terra (LT). Em portugués, ¢ habitual designar por vista de cima e por vista
E}»\/ 3, FIECIQ\ de frente respectivamente a projeccdo de uma figura no plano horizontal e a projec-
s : ¢io no plano vertical.
Figura 1 Na figura estdo representados:
; « Dois pontos P e Q, a recta r que definem, e as respectivas projecgdes P, Q, e 7,
D, E, F, @ i (no plano 7)) e P,,Q, e r, (no plano 7,). Assim, a vista de cima da recta r € a recta r, e a vista de frente
| do ponto Q é Q,, por exemplo;
o Um prisma recto de base triangular ABCDEF e as vistas de cima e de frente. Note-se que para
| esta posicdo do prisma as vistas de algumas arestas se reduzem a um ponto: por exemplo, a vista de
A; B, |C; ' cima da aresta vertical DA é um ponto; assinala-se o facto deste ponto do plano 7T, Tepresentar as

vistas coincidentes dos dois pontos A e D com a notagao DMA;

« Um plano «. Note-se que a representa¢do de um plano no sistema de projecgdes da geometria
descritiva consiste em tragar as rectas de intersec¢ao do plano — designadas por tragos do plano
— com os dois planos de projec¢do, no caso «, e a,. Os tracos intersectam-se obviamente na linha

E;=B, terra. No caso de um plano paralelo a linha terra, os tragos a, e «, sdo paralelos a LT.
Note-se que Monge, no texto que transcrevemos, afirma que a representacio ¢ “sobre uma folha
de papel, que tem apenas duas dimensées”. A fig. 1 é assim apenas o primeiro passo... O segundo
Figura 2 (fig. 2) consiste em efectuar uma rotagdo de 90° de um dos planos — por exemplo 77, — em torno de
LT, ficando assim a coincidir com 7,. Ficamos assim com um tnico plano — o da folha de papel
Veja o video_cap_I_I ou do ecra de computador - que resulta da sobreposi¢do de mr, e de .



O espaco esta representado num plano. Cada corpo desse espaco é dado por duas figuras. E a partir de cada
par de figuras que devemos visualizar o corpo que lhes deu origem. Os sombreados desaparecem, pois tornam-
-se desnecessdrios, hd agora um unico plano (que representa 77, e 77, ). As figuras que representam corpos — e
nio as suas projecgdes — desaparecem, deixam de ter sentido. E este tipo de figura — com as vistas de cima e de
frente dos corpos que queremos representar e com a recta horizontal LT - que em geometria descritiva se utiliza
para:

o apresentar os dados de um problema;

o efectuar as construgdes necessdrias para a sua resolugdo;

« apresentar a solugdo.

Note-se portanto que os proprios corpos nunca sio representados, escepto quando pertencem aos planos de
projecgao...

Muitissimo importante é ainda a frase de Monge “desde que estes corpos possam ser definidos rigorosamente”,
que muitas vezes passa despercebida. Por outras palavras, s6 se um corpo esta definido rigorosamente é que as suas

vistas chegam para o identificar.
Um sélido como o prisma recto ABCDEF,
representado nas fig. 1 e 2, ¢ um bom exemplo

para provar que assim é. Se observarmos os dois

corpos mostrados em perspectiva na fig. 3 cons-
tatamos que sdo diferentes mas tém as mes-

mas vistas! (fig.4). A direita temos um parale- T—ﬁ .
lipipedo recto de base tridngular, ou seja, uma T o
figura constituida por dois tridngulos e trés

rectangulos. A esquerda temos uma figura no

espago formada por um tridngulo e dois rectan- Figura 3 Figura 4

gulos. Este facto, que pode acontecer em multi-
plas situagdes, mostra bem a importancia da frase de Monge que referimos.



Problemas elementares de Geometria Descritiva

Iremos agora enunciar e resolver a sequéncia das seis primeiras questdes, necessariamente elementares, que Monge pro-
punha aos seus alunos. E muito importante que o leitor — se nunca estudou geometria descritiva — e os seus alunos —
se, neste nivel elementar adoptado aqui, a descritiva for incluida no ensino nao universitario para todos os alunos, dada a
sua importancia no desenvolvimento das capacidades de visualizagdo e a sua relevancia do ponto de vista cultural, como
tema maior na histéria da matematica — tentem, numa folha de papel, como diria Monge, ou num ecra de computador e
com a ajuda de um programa de geometria dindmica, como fazemos agora, partir dos dados de cada problema e visua-
lizar e efectuar as constru¢des geométricas necessarias para a sua resolugio.

P_1. Dado um ponto A e uma recta r, construir uma recta s passando por A e paralela a r.
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A primeira coisa a fazer é construir uma figura com as vistas correspondentes ao enunciado. Note no entanto que na
fig. 5 ja esta construida, além da recta r e do ponto A, a solugdo do problema, isto é, a recta s. Leia a seguir a resolugdo
deste problema.

Pretendemos construir uma recta s passando por A e paralela a . Para que assim seja, basta que as vistas de s conte-
nham as vistas de A e sejam paralelas as vistas correspondentes de r. Com efeito, visualizando a situagdo em perspectiva,
se imaginarmos o plano projectante frontal da recta r — seja «, na fig. 6 —, e depois construirmos o plano «” paralelo a
« e passando por A, a recta s, paralela a r e passando por A, estara contida em «’. Mas &', sendo paralelo a «, ¢ um plano
projectante frontal e a sua intersec¢io com 77, €s,, que € portanto paralela a r,. Da mesma forma, imaginando os planos
projectantes horizontais e ', provamos que s, deverd ser paralela a r,.



P_2. Dado um plano o e um ponto P, determinar os tragos de um plano 5 contendo P e paralelo a a.

Quando, naturalmente, comeg¢amos por desenhar nas vistas os dados do problemas, surge imediatamente uma
primeira questdo: depois de desenhados os tracos de um plano a, como desenhar as duas vistas de P de modo que
seja exterior a o?

Comegamos por resolver esta questdo e depois passaremos ao problema P_II.

Construamos (fig. 7) um ponto qualquer A(A ,A ) no traco &, — obviamente, A, ¢ um ponto de /t. Tracemos
arectar,= AP, do plano 7,. Se designarmos

« por B, asua intersecgdo com It;

« por B, a intersec¢do da perpendicular a It, passando por B,,com « ;

eeporr arectaA B,

arectar=AB(A B,,A B) serd uma recta do plano.

Assim sendo, para que um ponto P, com a vista de frente P, pertenga ao plano, tem que pertencer a recta
1, ou seja tem que a vista de cima de P ser o ponto P’, . Ou seja o ponto P(P,P,) ndo é um ponto do plano a.
Passemos entdo a resolu¢ao do problema P_2. (fig. 8)

Se « e f3 sdo paralelos, entdo os tracos &, e B, sendo as suas intersec¢des com o plano 7, sdo paralelos. O
mesmo se passa com «, € f8,. Mas entdo, para resolvermos o problema, apenas precisamos de determinar um
ponto de um dos tragos de ! Com efeito, se sabemos por exemplo que esse ponto ird pertencer a > € 8€
por ele tragarmos uma paralela a «, obtemos f3,. E se pela intersecgdo de 8, com It tragarmos uma para-
lela a &, obtemos B! Assim sendo, iremos resolver P_2 construindo, a partir dos objectos iniciais da fig.
8 — o plano «(«,,) e o ponto P(P,P)), que ja sabemos ndo pertencer a &« —, um ponto Q(Q,Q,) de j3,.

Comegamos construir uma recta s(s,s,), nas seguintes condigdes:

e contém o ponto P — entdo s, passa por P e s, passa por P;;

» horizontal — entdo s, é paralela a It;

o (horizontal) e paralela ao plano « — entdo s é paralela a todas as horizontais do plano «, em parti-
cular a «, logo s, € paralelaa a,.

Sendo s uma recta paralela ao plano « e que contém o ponto P, entdo s é uma recta do plano f3, logo a
sua intersec¢do com o plano 77, — na figura o ponto Q(Q,Q,) — é um ponto do trago f,, que se constréi
tragando uma paralela a «, passando por Q,. Finalmente, f3, constroi-se tragando uma paralela a &, pas-
sando pela intersec¢do de 3, com It.

Figura 8

Veja o video_cap I 2



P_3. Sdo dados um plano ¢ e um ponto P. Construir a recta p — contendo P e perpendicular a ¢ — e o ponto Q —
intersec¢do de p com ¢.

It

1 1

Figura 9

Veja o video_cap 1 3

Imaginemos um plano « projectante horizontal, contendo P e ortogonal a ¢, (fig. 9). Entao

« como ¢, € a intersec¢do do plano ¢ com o plano horizontal nt, « é perpendicular a ¢ ;

« como « € ortogonal ao plano nt, e contém P, a recta p,, contendo P, e perpendicular a ¢,, coincide com

a,.
Analogamente, imaginando um plano B, ortogonal ao trago ¢, e contendo P, concluiriamos, que a

recta p,, contendo P, e perpendicular a ¢, é a vista de frente da perpendicular a ¢ passando por P. Fica

assim concluida a construcao da recta p.

Passemos agora a construgdo de Q, intersec¢do da recta p com o plano ¢. A intersec¢do de « com m, é

uma recta s do plano « cuja vista de cima s, coincide com p,.

Na figura, construimos s, a partir das intersecgdes de s, com @ e com @,. Q, serd entdo a interseccdo de

s, com p, e Q, obtém-se através de uma perpendicular a It.

P_4. Dada uma recta r e um ponto P, construir o plano « contendo P e ortogonal a recta r. (fig. 10)

Sabemos que os tracos (horizontal e vertical) de a deverdo ser perpendiculares as vistas (resp. de cima
e de frente) da recta r (do problema anterior) e que para os tracar basta conhecer um ponto de um deles
(de P_2). Entdo, se determinarmos a intersec¢do com o plano 77, de uma recta horizontal passando por

P (construgdo a tracejado), obtemos um ponto do traco «, e o problema fica resolvido.

Figura 10

P_5. Dados dois planos « e 3, determinar a sua intersec¢do k. (fig. 11)

Os pontos de intersec¢do dos tracos do mesmo nome), pontos N e M, pertencem
a ambos os planos, e portanto a recta que definem, k(. kl,kz), é a intersec¢do dos dois
planos.

P_6. Dados dois planos « e f3, determinar o adngulo que fazem entre si.

Neste problema iremos partir da sua visualiza¢do no espago, com os dois pla-
nos de projec¢do ainda ortogonais um ao outro (fig. 12, pag. seguinte). Os planos
« e 3 sdo dados pelos seus tragos. A estratégia de resolucdo deste problema sera a
seguinte:

o Pretendemos determinar o angulo que fazem entre si os planos « e f3. Para isso
Figura 11 daremos os seguintes passos:



1) Construcio da sua intersec¢io k.

2) Construgao de um plano y ortogonal a k. Construgio das intersec¢des A e B de y, com
aep.
3) Construcao da intersec¢do C de y com k.
4) O angulo entre os planos « e $ é o angulo interno do tridngulo ABC no vértice C. Mas
obviamente, esse angulo em perspectiva ndo esta em verdadeira grandeza. Sera portanto
necessario obter o triangulo ABC em verdadeira grandeza.

Prosseguimos com a resolugio dos passos 1) a 4) em geometria descritiva.
1) A intersecgdo dos planos a e 3 é a recta k(k k) que passa pelos pontos M, — intersecgdo
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Figura 13

video_cap_1_4

de a, e B, — e N, — interseccdo de «, e f3..

2) Ja sabemos do problema P_3 que os tragos de y sdo perpendiculares as vistas (do mesmo
nome) de k. Como apenas iremos necessitar do trago horizontal de y, tragamos a recta y,
perpendicular a k , e designamos por A e B as intersecgdes com «, e B, e por D a intersec-
¢do com k..

3) Num processo habitual em geometria descritiva, para a constru¢do do ponto C vamos fazer
uma rota¢io do plano projectante horizontal de k em torno da sua intersec¢ao N,N , no sentido retro-
grado, até esse plano se confundir com o plano de frente (bastaria que ficasse paralelo ao plano de
frente para permitir a construgdo que vamos fazer). Assim, os pontos D e M, e a recta k, sdo transfor-
mados respectivamente em D’,M,” e k,". Se pelo ponto D’ tirarmos uma perpendicular a k,, a inter-
secgdo serd o transformado C” de C pela rotagdo e, assim sendo, o ponto C, obtém-se pela intersecgao
de uma horizontal passando por C” com a recta k, e depois obtém-se a outra vista C, por uma cons-
trucdo obvia.

4) O segmento D'C’, que designaremos por h, ¢ obviamente a altura do triangulo ABC relativa
ao ponto C. Portanto, se tracarmos a circunferéncia de centro D e raio h, e determinarmos a sua
interseccdo com k, , obtemos o tridngulo ABC em verdadeira grandeza, como pretendiamos. E
em consequéncia, o angulo (a vermelho) entre os planos « e 8, como era pedido.

Problemas propostos

P_7. Dadas duas rectas AB e AC, que se intersectam no espago (ponto A), construir o dngulo que
formam entre si.

P_8. Dadas as projec¢oes de uma recta e os tragos de um plano, construir dngulo que a recta e o
plano formam entre si.

P_9. Sendo dados o dngulo que duas rectas formam entre si e os dngulos que formam uma e outra
com o plano horizontal, construir a projec¢io horizontal do primeiro destes dngulos.



Perspectiva Cavaleira

Nesta sec¢ao iremos apenas fazer uma apresentagio elementar da perspectiva cavaleira, o suficiente para uso cor-
Ver bibliografia. rente e de suporte a construgio da perspectiva “dos pintores”. O leitor que pretenda desenvolver os seus conheci-
mentos neste tipo de perspectiva, em todos os seus aspectos, devera recorrer a abundante literatura existente.

Imagine o leitor que um dos seus alunos pedia para, num simples desenho, lhe mostrar o que era um cubo

e que tinha a sua disposicdo os dois seguintes (I e II)...(fig. 14). A representagdo

I é a da geometria descritiva, a representacdo II a da perspectiva cavaleira... Nao

é certamente dificil prever que o leitor escolheria a representagdo em perspectiva

cavaleira, embora, se quisesse avan¢ar um pouco mais na explicitagdo do que é um

cubo, acrescentaria que as arestas sdo todas iguais e porventura outras considera-

¢oes sobre a perpendicularidade entre algumas faces — embora este aspecto seja

mais intuitivo. Pelo contrario, a igualdade das arestas e a perpendicularidade de

quaisquer duas faces adjacentes podem deduzir-se da representagao I — embora seja

c essencial, para a compreengido do que esta representado, referir que se trata de um

poliedro. Na actualidade, somos permanentemente bombardeados — na televisao e

nas imagens dos jornais — com representagdes em perspectiva cavaleira, dai a sua

II importancia cultural e razdo para sua inclusao na educa¢do matematica para todos.

Nas paginas anteriores sobre geometria descritiva, por exemplo na resolucio de

E A F.B, problemas, o leitor deve ter reconhecido a importancia de considerar, para além das

figuras proprias da geometria descritiva, a sua transcricdo em perspectiva cavaleira.
Aprenderemos, na subseccdo seguinte, a fazer geometricamente essa transcricao.

E,H, F, G,

It

I Figura 14

Da geometria descritiva a perspectiva cavaleira

Iremos descrever como se pode obter, a partir de uma representacdo em geometria descritiva, uma representagdo
em perspectiva cavaleira. Antes, porém, é necessario explicitar em que consiste a perspectiva cavaleira.

Se considerarmos um objecto k no espago, a perspectiva cavaleira desse obtém-se efectuando uma projecgdo
paralela de k num plano vertical 7. Ou seja, dada uma direc¢do d no espago (por meio de um segmento, semi-recta
ou recta), faz-se passar por cada ponto P do objecto k —ou, pelo menos, pelos pontos suficientes para definir k —
uma recta com essa direcgdo e constroi-se a sua intersec¢do P’ com o plano 7. A partir das imagens dos pontos
P obtém-se a imagem k" de k, que é designada por perspectiva cavaleira de k relativa a direcgdo d. Naturalmente,
excluem-se a direc¢do perpendicular e as direc¢des paralelas ao plano 7.

1



Estamos apenas interessados, neste livro, em obter a perspectiva cavaleira de objectos de que conhecemos a

7] representacdo em geometria descritiva. Portanto iremos partir dos dois planos com que
inicidmos a introducdo a geometria descritiva, os planos 71, e 77,. Tomaremos sempre como
plano vertical 7o plano 7, (fig. 15).

Note que, além dos planos 7z, e 77, tragdmos uns segmentos a tracejado que definem um

da perspectiva cavaleira.

paralelipipedo. Este expediente apenas se destina a sugerir o espago tridimensional em que
os planos se situam e permite por exemplo desenhar e visualizar a direc¢do d (a vermelho)

A direcgao d de projeccio é definida pelas suas vistas d, e d,. Dado um ponto P(P,P)), o

LT que pretendemos ¢ efectuar uma construgao geométrica que nos dé a sua perspectiva cava-
leira, ou seja a sua projecgdo P’ no plano 7 na direc¢do d(d ,d,).

Essa construgdo é bem fécil de conceber, se observarmos a fig. 15:
» tiramos a paralela  a d,, passando por P, e a paralela m a d,, passando por P;
« pelo ponto de interseccao de n com It tiramos uma perpendicular w a It;

« 0 ponto P’, intersec¢do de w com m, é a perspectiva cavaleira de P segundo a direcgéo d.

Como ¢ evidente, a posi¢do de P" no plano 7 depende da direc¢ao d que escolhemos.

Coloca-se entdo a questdo: que direccdo escolher? Efectudmos construcdes em perspectiva cavaleira de um

7 TL=TT -
/,/// ,/// d>
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LT di\{ ~Figura 15
Veja um video no site sobre a
construcio da ferramenta
descritiva—cavaleira no GSP.
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cubo. correspondentes a varias escolhas da direcgdo de pro-
jeccdo d (fig.16).

Qual dos trés casos escolheria o leitor para representar
um cubo? A direc¢do mais frequentemente adoptada é a
correspondente ao caso (3) e pode ser definida como sendo
aquela em CB/BA=.5 e o /DCB=30°. Esta direc¢do de pro-
jeccdo sera sempre a escolhida neste livro, salvo mengdo em
contrario.

As figuras anteriores 1, 3, 6, 12 e 15, que auxiliaram a
compreensao da resolucao dos problemas de geometria des-
critiva anteriores, foram todas construidas a partir das vis-
tas e utilizando a perspectiva cavaleira correspondente a
esta direccdo de projecgio.



Perspectiva linear ou dos pintores

Para mostrar oqueéa perspectlva linear iremos servir-nos da gravura de Diirer que ilustra a capa deste livro —
Desenhando um alaude ((fig. 17). O pintor - sentado - e o seu assis-
tente montaram um sistema de trabalho em que podemos distin-
guir:

1. Um prego na parede — O — a que os italianos chamam occhio
e que nos designaremos por ponto de vista. Pretende representar
os olhos de um pintor que estaria a desenhar o alaude e o facto de
tomarmos por um ponto o que na realidade sdo dois olhos e um
processo cerebral de processar a imagem recebida levanta numero-
sas questdes que Diirer evita deste modo. Nao discutiremos neste
livro essas questdes, pois apenas trataremos dos aspectos pura-
mente geométricos.

Estamos a supor que o ponto de vista pode ocupar diversas posi-
¢Oes na parede.
2. Um estrutura rectangular vertical — Q — que se pode deslocar
sobre a mesa, aproximando-se ou afastando-se do ponto de vista.

3. Um alatide sobre a mesa — Al

4. Um fio esticado — F — desde o prego O até um ponto do
alaude A (missdo do ajudante).

O quadro Q tem as seguintes caracteristicas:
« Uma moldura rectangular M; esta moldura comporta duas hastes
finas H, e H,, uma horizontal e outra vertical, que se podem deslo-
car paralelamente aos lados do rectangulo (fig. 18).
« Um rectangulo D de madeira com as dimensoes do interior da moldura M, que estd ligado e roda em torno de um
H, dos lados verticais da moldura, podendo fechar e abrir a moldura (missdo do ajudante) deixando as hastes H, e H,
do lado do pintor. A este rectangulo esta fixa a folha de papel P onde o pintor ira desenhar o alaude.
O pintor desenha o alatde a partir de um conjunto de pontos tragados sobre P pelo seguinte processo:

.Figura 17

H . . A . . . .
? i) O assistente afasta o rectingulo de madeira da moldura, faz passar a ponta livre A do cordel pelo interior da mol-
dura e estica o cordel até colocar A num ponto do alaude indicado pelo pintor.
- - ii) O pintor move as hastes H, e H, até estas se cruzarem no ponto do cordel que estd no plano da moldura.
igura 1

iii) O assistente coloca a ponta A do cordel de modo que nao impeca o movimento de D e roda D até fechar a moldura.
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iv) O pintor marca um ponto no papel na interseccido das duas hastes. Naturalmente, o pintor marca tantos pontos sobre
o papel quantos os necessarios para o desenho.
Assim, o tipo de perspectiva que estamos a estudar procura representar numa figura plana paisagens, edifica-

¢oes, pessoas, ou qualquer tipo de corpo ou objecto e pressupoe:

1. Um ponto de vista, designado habitualmente por O.

2. Um plano — designado plano da figura (que ndo tem que ser vertical, mas que suporemos neste livro sempre vertical).

3. Um enquadramento para a figura, que neste livro serd sempre um rectdngulo KLMN com dois lados horizon-
tais e situado no plano da figura;

4. Um processo para tragar a figura, que consiste em registar os pontos de intersec¢ao das rectas que unem pon-
tos dos corpos a representar com o ponto O (dai o adjectivo linear).

Duas observagoes importantes:

a) Se imaginarmos as quatro semi-rectas que unem o ponto O com os vértices KLMN do rectdngulo no ponto
3, apenas sao representaveis por este processo os corpos que forem interiores a superficie piramidal assim definida.

b) Para tracar a figura, ndo é necessario registar todos os pontos de intersec¢io referidos no ponto 4. Por exem-
plo, para representar uma recta basta registar as interseccdes definidas por dois pontos da recta, e depois tragar a
recta que os une. Este ponto ¢ muito importante e serd desenvolvido na subsec¢do seguinte.

A perspectiva linear foi utilizada correntemente pelos pintores do Renascimento e inventada e estudada por
alguns deles, como veremos no cap. II. Dai o atributo dos pintores.

Caracteristicas da perspectiva linear

Iremos agora estudar, nas p'roximas secgoes, a perspectiva linear e as suas principais caracteristicas.

Uma primeira observa¢ido a fazer, muito importante, é que estamos no dominio da geometria projectiva de
Desargues e Poncelet e ndo mais exclusivamente da geometria euclidiana. Interessa-nos sobretudo ter em conta os
objectos do infinito e assim considerar que
« cada recta tem pontos a distancia finita e um ponto no infinito;

« duas rectas intersectam-se sempre num ponto, ou a distancia finita ou, no caso de serem paralelas, num ponto do
infinito (neste caso trata-se de um ponto do infinito comum as duas rectas);

« um feixe de rectas paralelas tém um ponto comum no infinito;

« um plano possui sempre, além das rectas do espago euclidiano, uma recta no infinito; duas (ou mais) rectas para-
lelas do plano encontram-se num ponto dessa recta;

« dois planos paralelos intersectam-se sempre numa recta; se sao paralelos, a recta de intersecgdo ¢ a recta do infi-
nito comum aos dois planos.
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Outra questdo muito importante a ter em conta é que a perspectiva linear, sendo uma projec¢ao central, trans-
forma rectas em rectas e, por essa razao, o pintor, se quiser tracar a imagem de uma recta definida por dois pontos
Re S, basta encontrar as imagens dos pontos R e S e depois tragar a recta passando por eles. E este tipo de simpli-
ficagdes no seu tragado que os pintores do Renascimento procuraram e encontraram quando deram os primeiros
passos na sua invengdo da perspectiva linear, como veremos no Cap. II.

D C
3f
B3
|={E
(B
b tl
j 3
0 :

Al ° B

L
°F
Figura 19 Figura 20

Para simplificar, suporemos uma situagdo simples: uma sala rectangular KLMNABCD, um ponto de vista O
e a sua projecgdo horizontal F (do inglés foof) (fig. 19). O plano da figura é o plano da face KLMN e pretendemos
representar a sala e os objectos no seu interior numa figura em perspectiva linear tracada na face KLMN.
Os problemas de representagdo em perspectiva linear que iremos estudar sdo os mesmos que Diirer teve que
enfrentar na gravura S. Jerénimo no seu estiidio (fig. 20). Durer imagina o estudio de S. Jerénimo e representa o
seu interior substituindo a parede do lado de cd pelo plano da figura. Imagina o ponto de onde estd a ver o interior
do estudio, e traga as diferentes linhas da figura, do teto, da secretaria e das janelas, servindo-se das descobertas,
suas e de outros pintores, sobre este tipo de representa¢do, como veremos no cap. II.

De inicio, partiremos da perspectiva cavaleira da sala rectangular, pois serd mais facil para o leitor visualizar
08 processos que usaremos para tragar as figuras em perspectiva linear. Posteriormente, partiremos das vistas da
geometria decritiva, que nos permitem considerar e desenhar figuras mais complexas, como por exemplo polie-
dros.



O processo que iremos usar para representar a sala rectangular e os objectos no seu interior em perspectiva

C

linear, sendo o plano da figura KLMN, esta simbolica-
mente representado na figura 21, em que podemos obser-
var:

« um ponto P a representar, e as suas projec¢des no plano
vertical (parede do fundo) e no plano horizontal (soalho),
respectivamente P2 e Pﬁ

 uma recta r unindo O a P, cuja intersec¢do com o plano
da figura KLMN queremos determinar;

« uma recta s unindo F a PI e a sua intersec¢do Q com o
segmento KL;

e uma recta vertical v no plano KLMN passando por Q;

o a intersec¢do P" de v com r.

Para evitar a sobreposicao da figura em cavaleira com a figura em perspectiva linear, procedemos a uma trans-
lagdo (vector KK”") do rectangulo KLMN e apenas representaremos, de aqui em diante, as translagdes e ndo as figu-

Iremos agora, a pouco a pouco, povoando de objectos a nossa sala rectangular e vendo como esses objectos sdo
representados em perspectiva linear no rectangulo K’L’MN. Mas é ébvio que mesmo as proprias paredes, o soalho e

D
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P E—
. - | |
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A v -
P,
K L' K — Q L
F
Figura 21
ras originais.
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Figura 22 F -
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o teto desta sala admitem uma representacdo em perspec-
tiva linear! Se é certo que a intersec¢do da recta OK (ou OL,
OM e ON) com o plano KLMN séo os proprios pontos K,
L, M e N, o mesmo nao acontece com os pontos A, B, Ce D!
Vejamos por exemplo, na fig. 22, a construgdo da perspec-
tiva linear do ponto C (andloga a que fizemos para o ponto
P). Mas ndo serd necessario repetir na integra o procedi-
mento para os pontos A, B e D e depois para todos os pon-
tos de todos os objectos que imaginemos no interior desta
sala...!!! A geometria vem em socorro da arte e simplifica e
automatiza esses procedimentos, como iremos ver no que
se segue... Alguns pintores do Renascimento compreende-
ram isso mesmo, e descobriram assim a perspectiva linear!



